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摘要：为了进一步厘清有限容积方法（Finite Volume Method，FVM）在数值求解声子玻尔兹曼

方程（Boltzmann Transport Equation，BTE）中的误差机制，在普遍认为的假散射和射线效应误

差外，本文指出了一种新的误差来源——偏置误差，并分析了其影响规律。首先，基于两个热传

导算例中的温度、热流计算偏差的分析，定义了偏置误差的概念：偏置误差是在采用迎风偏置格

式离散对流项时，同一界面上不同方向声子能量所取上游节点不同，所产生的热流计算偏差；然

后，对偏置误差的影响因素进行了分析；最后，探究了高阶格式特征线分布对偏置误差的影响规

律。研究结果表明：影响偏置误差的因素主要有三个，即网格克努森数KnD（声子平均自由程与

网格宽度的比值）、格式的偏置特性、结果的分布线型；在一般情况下，算例的 1/KnD越大、所

用离散格式特征线偏离零偏置线的程度越大、结果线型的非线性越强，其偏置误差越大；偏置误

差的影响趋势可以由格式特征线偏离零偏置线的方向定性地确定，若格式特征线在零偏置线之

下，偏置误差会导致计算中高估热流，格式特征线在零偏置线之上则相反。该研究为声子BTE

在求解微纳尺度传热问题中，合理选择对流项离散格式和结果的误差评估提供了理论支持。
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Offset error and its influence in the numerical solution of 
phonon Boltzmann transport equation using finite volume 

method
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sity, Xi’an 710049, China)

Abstract: In order to further clarify the error mechanism of the Finite Volume Method (FVM) in 

numerically solving the Boltzmann Transport Equation (BTE), this study points out a new error, namely 

offset error, in addition to the commonly recognized false scattering and radiation effect errors, and 

analyzes its influence. Firstly, based on the analysis of temperature and heat flux calculation deviations 

in two heat conduction cases, we defined the offset error as follows: the deviation in heat flux 

calculation caused by different upstream nodes of the phonon energy in different directions at the same 
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interface when discretizing the ballistic term using an upwind scheme. Then the influencing factors of 

offset error were analyzed. Finally, the influence of the characteristic line of the high-order scheme on 

offset error was explored. The results showed that there are three main factors that affect the offset 

error: the Knudsen number based on the grid KnD (the ratio of the phonon mean free path to the grid 

width), the offset characteristics of the scheme, and the distribution of the result. Generally, for a case, 

the larger the value of 1/KnD, the greater the deviation of the characteristic line of the discretization 

scheme from the zero-offset line, and the stronger the nonlinearity of the distribution, the larger the 

offset error. The trend of the influence of the scheme offset error can be qualitatively determined by the 

direction of the scheme characteristic line deviation from the zero-offset line. If the scheme’s 

characteristic line is below the zero-offset line, the offset error will lead to overestimation of heat flux in 

the calculation, and the opposite is true if the scheme’s characteristic line is above the zero-offset line. 

This study provides theoretical guidance for the choice of the discretization scheme of the ballistic term 

and the error assessment of the results in solving microscale/nanoscale heat transfer problems using 

phonon BTE.

Keywords: phonon Boltzmann transport equation; finite volume method; offset error; discretization 

scheme; microscale/nanoscale heat transfer

热失效是半导体器件的主要失效形

式之一，器件的热分析对其安全稳定运

行至关重要。随着半导体产业和微加工

工艺水平的不断发展，目前半导体器件

尺度已达到纳米级[1]。然而，现有的研

究已经通过理论和实验证明，微纳米尺

度下的传热过程存在明显的尺度效应，

经典 Fourier 热传导定律不再能够进行

准确描述[2-3]，人们迫切希望掌握微纳米

尺度下的热传递规律和器件的热分析方

法。为此，学者们开发了一系列更机理

的方法来分析该尺度下的热传递现象，

如分子动力学方法[4]、原子格林函数方

法[5]、声子玻尔兹曼方程 （Boltzmann 

Transport Equation， BTE） 方法[6] 等 。

然而，基于原子或分子水平的模型通常

受限于目前的算力，难以用于直接计算

纳米到微米级器件中的传热过程。根据

固体物理学中关于晶格振动的理论，绝

缘体和半导体的热传导主要由原子振动

能量的元激发——声子的迁移所表现

的[7]。当研究的尺度远大于声子的波长

时，相干效应可以忽略，声子可以被当

作粒子处理。此时，玻尔兹曼方程可用

于对声子行为的描述，并被证明有

效[8]。声子BTE方法不再关注于每个原

子的运动状态，简化后可以应用于更大

的计算尺度，甚至可以过渡到宏观

范畴。

声子BTE是一个高维的输运方程，

通常需要采用数值方法进行求解。目前

声子BTE主要有两大类数值求解方法：

蒙特卡洛方法（统计性方法） [9]和确定

性方法。前者基于统计方法，通常所需

的计算量很大且易受到统计量的影

响[10]。相较于蒙特卡洛方法，确定性方
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法所需的计算量可以大幅降低。目前常

用于求解声子 BTE 的确定性方法主要

有两种：有限容积方法（Finite Volume 

Method， FVM） 与 离 散 坐 标 法

（Discrete Ordinate Method， DOM） 结

合的数值求解方法[11-13]；格子波尔兹曼

方 法 （Lattice Boltzmann Method，

LBM） [14]。本文的工作主要对 FVM 求

解声子BTE的数值方法进行分析。

声子传递与热辐射中光子传递具有

相似性，FVM求解声子BTE的数值方

法最早发展自FVM对热辐射问题的求

解[15-17]。为了降低BTE的维度以便于求

解，通常需要将速度空间和物理空间分

别进行离散，再通过散射项进行耦合。

FVM可以方便地对物理空间进行离散，

而对于速度的离散则需要采用 DOM。

在DOM中，用有限个速度的方向来近

似描述整个 4π 空间立体角中连续的速

度方向，并保证各阶矩的一致性[18]。目

前普遍认为，FVM与DOM结合的数值

方法有两个主要的误差来源，即射线效

应 （Ray effect） 和 假 散 射 （False 

scattering） [19]。射线效应主要体现在弹

道机制（声子的自由程与研究尺度相当

或大于所研究的尺度）下，由于DOM

中所取离散速度方向的不足，计算结果

表现出沿速度离散方向上的不合理射线

状分布。假散射则是指在空间离散中，

数值格式的精度不足所导致的场被“抹

平”的现象，在计算流体力学和数值传

热 学 中 也 被 称 为 假 扩 散 或 者 数 值

扩散[20]。

然而，除了上述的两个误差来源

外，一些在计算实践中所出现的“反常

现象”同样值得关注。Wang[21]对比了

高阶格式和一阶迎风格式在计算一维热

传导问题中的结果，发现在弹道导热机

制下，一阶迎风格式的结果与高阶格式

一致，但是当问题趋近于扩散机制时，

一阶迎风格式计算的结果会高估热流。

当计算网格加密后，一阶迎风格式的结

果偏差会减小。Heieh 等[22]指出当问题

趋近于扩散机制时，相比于弹道输运，

采用一阶迎风格式需要更细密的网格。

他们将原因归结于，在扩散机制下，数

值计算的假散射比弹道机制下更强。在

最近的研究中，Hu 等[23]同样指出了一

阶迎风格式在网格尺寸上的限制。他们

认为一阶迎风格式所采用的计算网格尺

寸应小于声子的平均自由程才能保证计

算的精度，相应地，扩散机制下需要更

细密的网格。上述的研究仅发现或指出

了一阶迎风格式所存在的误差或限制，

并未对其产生原因进行深入分析探讨，

或仅将其归结于假散射的影响，不利于

后续学者在选用离散格式和计算网格尺

寸时的清晰判断。基于此，本文针对该

问题进行了详细分析，经过分析发现，

这种偏差是由一种区别于假散射的偏置

误差所导致的。

本文的主要构架如下：第一节简要

介绍了声子 BTE 及其基于 DOM 和

FVM 的数值求解方法；第二节提出了

偏置误差的概念，并分析了其产生原因

和 影响因素；第三节对现有高阶格式
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的偏置性进行了对比分析，得到了格式

特征线分布与偏置误差的关系；第四节

总结了本文得到的主要结论。

1　声子玻尔兹曼方程模型及其

数值求解方法

本节主要介绍声子玻尔兹曼方程

（BTE）模型和基于 FVM 与 DOM 的数

值求解方法。简要给出宏观物理量（温

度、热流、导热系数）与声子模态参数

（群速度、弛豫时间） 之间的推导关

系；并对声子 BTE 基于 DOM 和 FVM

的数值求解方法做简要介绍，详细的离

散与求解方法可以参考文献[10]和文

献[24]。

1.1 声子玻尔兹曼方程

采用单弛豫时间模型简化后的声子

玻尔兹曼方程为[25]

¶f
¶t

+ vg × Ñf =
f0 - f
τ

(1)

式中：f = f (trŝωp)为声子的分布函

数，是关于时间 t，位置矢量 r，单位方

向矢量 ŝ，频率ω和声子支 p 的函数；

vg = vg( ŝωp)为声子的群速度；τ为声

子散射的弛豫时间； f0 是平衡分布函

数，满足波色-爱因斯坦平衡分布[26]

f0 =
1

exp(ℏω/kBT)- 1
(2)

式中：ћ = h/(2π)为约化普朗克常数；kB

为玻尔兹曼常数；T为体系的温度。相

比于声子数分布，传热研究通常更关注

于能量的分布，因此定义声子的局部频

带能量为（认为导热介质的布里渊区为

各向同性）

eωp = e (trŝωp) = ћωfD (ω) /4π (3)

e0ωp = e (trωp) = ћωf0 D (ω) /4π (4)

式中： D(ω)为声子的态密度，表示单

位频带中声子态的数量。eωp 即为某声

子支p在某一频率，单位空间立体角内

的能量密度。e0ωp为声子能量的平衡分

布函数。将式（3）和式（4）带入到式

（1）中得到

¶e
¶t

+ vg × Ñe =
e0 - e
τ

(5)

局部总能量 （能量密度） 可通过

eωp 在总频率范围和 4π 立体角内积分，

并对所有声子支求和得到

U (tr ) =∑
p
∫
ωmin p

ωmax p∫
4π

e ( )trŝωp dΩ dω

(6)

在局部热平衡下，局部温度可以由

局部能量、波色-爱因斯坦平衡分布和

声子态密度根据下式确定[27]

U (tr ) =∑
p
∫
ωmin p

ωmax p ћωD(ω)
exp(ℏω/kBT)- 1

dω(7)

如果声子的分布函数偏离了平衡

态，通过式（7）得到的温度为相同局

部能量下所对应平衡态的温度，将其称

作 伪 温 度 （Pseudo-temperature） [9,28]。

虽然伪温度没有一个明确的物理意义，

但是它可以描述局部能量的高低，并且

将其作为温度计算平衡分布函数可以保

证散射过程的能量守恒。热流可以通过

下式计算[27]
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q (tr ) =
∑

p
∫
ωmin p

ωmax p∫
4π

e ( )trŝωp vg( )ŝωp dΩ dω

(8)

1.2 声子BTE的边界条件

为求解式（5）所示能量形式的声

子 BTE，需要给定求解的边界条件。

常见的边界条件有三种：热化边界条件

（定温边界）、绝热边界条件、周期性边

界条件[29]。

（1）  热化边界条件

该类型边界条件适用于给定计算域

边界温度的情况，类似于辐射传热中的

黑体边界，边界上声子的分布由特定温

度下的平衡分布函数给出

e (rbŝωp) = eeq(Tbωp)   ŝ × nb < 0(9)

式中：Tb为边界的温度，nb为边界面指

向计算域外的法向量。

（2）  绝热边界条件

绝热边界通过声子在边界处的完全

反射实现，反射方式主要分为镜面反射

和漫反射。对于镜面反射，反射声子能

量与相对应入射声子能量保持相等

e (rbŝωp) = e (rbŝ′ωp)   ŝ × nb < 0(10)

式中：ŝ′为与 ŝ相对应的入射方向。而

对于漫反射，反射声子能量在半球空间

中均匀分布，且保证边界上的能量守恒

e (rbŝωp) =
∫

ŝ′ × nb > 0

e ( )rbŝ′ωp |ŝ′ × nb|dΩ

∫
ŝ × nb < 0

|ŝ × nb|dΩ
ŝ × nb <

0 (11)

（3）  周期性边界条件

周期性边界条件保证了声子模态热

流的周期性

e (rb1
ŝωp) - eeq(Tb1

ωp) =
e (rb2

ŝωp) - eeq(Tb2
ωp) (12)

式中：下标 b1 和 b2 分别表示相关联的

两个周期性边界。

1.3 灰体模型

虽然声子 BTE 模型相比于原子级

的计算方法大幅降低了所需计算量，但

是晶格振动中众多声子模态及其相互作

用，仍然使声子 BTE 的求解需要巨大

的计算量。灰体模型是一种常见的简化

方法，即认为声子只有一种模态，其群

速度、弛豫时间等参数取为整体模态的

平均值。灰体模型可用来定性研究热传

导问题的尺度效应，且在扩散机制下可

以与宏观的热扩散模型很好地吻合。

为节省验证计算的时间，本文后续

对晶体管二维简化模型的计算采用二维

灰体模型。在二维灰体模型中，认为声

子以单一群速度在2π方向范围内发射、

迁移、散射。此时，声子的频带能量

e (trŝ)仅是关于时间、位置和方向的

函数。

需要注意的是，二维灰体模型与三
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维灰体模型的二维约化并不是完全等价

的。文献[14]和文献[26]分别提出了不

同的方法来将三维的平均声子群速度约

化到二维，本文在此不对其进行讨论。

为保证在扩散机制下得到与热扩散模型

一致的结果，本文采用文献[30-31]中导

热系数张量的计算式，给定二维灰体模

型中声子平均群速度、弛豫时间与导热

系数的关系为

1
2π

ρcv∫
0

2π

vg⊗ vgτdθ = λ (13)

其中

∫
0

2π

vg⊗ vg dθ =

v2
g∫

0

2π( )cosθcosθ cosθsinθ
sinθcosθ sinθsinθ

dθ = v2
g( )π 0

0 π

(14)

将式（14）代入式（13）得到

1
2
ρcvv

2
gτ ( )1 0

0 1
= λ (15)

式中：ρ、cv、λ分别为材料的密度、比

热容和导热系数张量。灰体模型与非灰

模型以及不同维度模型之间的差异主要

体现在对声子在速度空间（波矢空间）

分布上的简化，而单个模态声子在物理

空间上的离散求解是基本一致的。本文

后续所探究的偏置误差问题主要是在物

理空间离散过程中产生的，在不同模型

中都存在。因此，本文后续基于一维和

二维灰体模型所得到的结论也同样适用

于三维模型和非灰模型。

1.4 数值求解方法

灰体模型下，声子的局部能量

e (trŝ)除了是关于时间和位置的函数

外，还是关于声子迁移方向的函数。因

此，在数值求解过程中除了需要对

e (trŝ)进行物理空间上的离散外，还

需要对其进行速度方向上的离散。方向

上的离散可以采用离散坐标法，即用有

限个特定的速度方向来近似描述 2π 角

度内连续的速度方向分布，且要保证第

零阶、一阶、二阶矩与连续情况下相

等。类比于三维的离散坐标法[18]，二维

离散方向及其权重应满足

∫
2π

dθ = 2π =∑
i = 1

n

wi (16)

∫
2π

ŝdθ = 0 =∑
i = 1

n

wi ŝ i (17)

∫
2π

ŝ⊗ ŝdθ = π ( )1 0
0 1

=∑
i = 1

n

wi ŝ i⊗ ŝ i(18)

式中：wi 为所对应离散方向 ŝ i 的权重。

采用图 1所示的离散方式，选取 8个离

散方向，相应的权重为

w1 =w2 = =w8 =
2π
8

(19)

对声子的速度方向进行离散后，可

以将声子能量按照离散的速度方向分为

e1e2en，每个方向上的声子能量都

满足

¶ei

¶t
+ vg ŝ i × Ñei =

e0 - ei

τ
(20)

局部总能为

U (tr ) =∑
i

n

wiei( )tr (21)

热流可由下式表示

q (tr ) =∑
i

n

wiei(tr ) vg ŝ i (22)

6
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式（20）中在方向上离散后的声子

能量ei仅是关于时间和位置的函数，可

以通过经典的FVM方法进行数值求解。

以一维问题为例，将式（20）在 Dt 时

间间隔和图2所示的控制体上积分可以

得到

e( )t +Dt
i - e( )t

i

Dt
Dx + ( ŝ i × nx ) vg[ (ei ) e

- (ei ) w
] ( )t +Dt

= ( e0 - ei

τ ) ( )t +Dt

Dx

(23)

式中：nx 为 x 方向上的单位方向向量，

下标 e、w分别表示东、西界面。对于

东、西界面上能量的计算，为保证结果

的稳定性，通常需要采用一些稳定的格

式，如一阶迎风格式。与求解宏观对流

方程不同的是，式（23）对每个方向上

的声子能量都要进行求解，并通过散射

项进行耦合，这也是数值求解声子

BTE需要更大计算量的原因。

2　偏置误差的定义与评估

本节将通过一维热传导问题和二维

晶体管模型传热问题来证明偏置误差的

存在，并给出其定义。接着，对偏置误

差的产生原因和影响因素进行分析。

2.1 一阶迎风格式的偏差

如图3所示，我们首先考虑一个一

维，长度为 L 介质中的稳态热传导问

题，给定左、右两侧边界上的总能大

小。在速度方向的离散上，将总能分为

向左、向右迁移的两部分 e1和 e2，它们

的权重相等。将 e1 和 e2 分别采用式

（23）进行数值离散求解，约去式中的

非稳态项，散射项中的平衡分布为

e0 =
e1 + e2

2
(24)

在边界的处理上，计算域边界采用

热化边界。即认为边界处于平衡态，左

侧和右侧边界上发射的声子能量分别为

e1 (l)= e0 (l)=U l /2

e2 (r)= e0 (r)=Ur /2
(25)

式中：U l = 1、Ur = 0分别为左、右侧边

界上的总能。对于边界上的来流声子能

量，处理为无反射的完全黑体吸收。计

算所采用的一维网格数量为60。

图1　一种速度方向离散格式

Fig. 1　A discretization scheme for the 

direction of velocity

图2　一维控制体示意图

Fig.2　One-dimensional control volume

7
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由于声子 BTE 中对流项与宏观输

运方程中的对流项一样，具有强烈的方

向性，需要选择合适的离散格式以保证

结果的稳定性和有界性（计算结果不会

出现非物理的越界） [32]。在声子BTE的

求解上，文献中常用的格式有一阶迎风

格式[11,22,25,27]、二阶迎风格式[23]以及一些

高阶有界格式如 SMART （Sharp and 

Monotonic Algorithm for Realistic 

Transport） 格式[13,33]。不同离散格式的

区别主要表现在式（23）中控制体界面

上热流的计算上，如对于东界面，热流

的计算式为

qe =∑
i = 1

n

[ ( ŝ i × nx ) vg ] (ei ) e
(26)

不同格式获得(ei )e的方法不同，在

热流的计算上也会产生差异。

分别采用一阶迎风格式、二阶迎风

以及高阶有界格式SMART来离散声子

BTE 中的对流项，并对比上述的热传

导问题的结果。以介质长度L作为特征

长 度 ， 定 义 克 努 森 数 （Knudsen 

number，有文献中也译为努森数）

Kn =
Λ
L

(27)

式中：Λ = vgτ为声子迁移的平均自由

程。图4（a）、（b）分别展示了不同Kn

下局部总能在无量纲位置坐标 X = x/L

上的分布和无量纲热流的大小，无量纲

热流的定义为

q* =
2q

( )Ul -Ur vg

(28)

从计算结果可以看出，一阶迎风、

二阶迎风和SMART格式在局部总能的

计算结果上差别很小；但是在热流的计

算结果上，当Kn取较小值时（趋近于

扩散导热），一阶迎风格式计算的热流

相比于另外两种格式明显偏高。上述现

象与文献[21]中的计算结果一致。

上述一维热传导问题中给定了边界

上温度，虽然三种格式计算温度的差异

很小，但采用一阶迎风格式计算热流会

导致一个偏差。再考虑一个二维晶体管

模型中的稳态传热问题，给定发热源的

大小，考察不同格式所计算温度场的差

异。如图5所示，在晶体管栅极下方附

近设置一个方形的发热源，发热源宽度

Ls=0.1L。模型底部设置为定温（热化）

边界，上表面和两侧设置为绝热边界，

采用本文 1.2 小节中介绍的漫散射模

型。计算所采用的网格数量为 60*40。

定义无量纲坐标和温度

图3　一维热传导问题

Fig. 3　One-dimensional heat conduction problem

8
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X =
x
L

; Y =
y
L

(29)

T * = ( )T - Tc cv ρvg

8SL
(30)

式中：S为热源大小，计算中材料的比

热密度参数简单设为 cv ρ = 1 J ×m-3K-1。

根据前文一维算例的结果可以发现，一

阶迎风格式在Kn较小，即趋近于扩散

导热机制时，会产生计算偏差。因此，

在该二维算例中，我们主要对比近扩散

机制下的结果。以热源宽度Ls作为特征

长度来定义克努森数Kn =Λ/Ls，在本文

中Kn设置为0.025，认为传热过程近似

为扩散机制主导，此时声子的平均自由

程 Λ = 0.0025L，声子迁移的群速度设

置为0.4 L/s。

图 6 展示了一阶迎风、二阶迎风、

SMART格式的计算结果与热扩散方程

（a）　不同Kn数下的总能分布

（b）　不同Kn下的无量纲热流

图4　三种格式的计算结果

Fig. 4　Results of three schemes

9
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结果的对比。可以看出，在给定热源的

情况下，一阶迎风格式的结果与另外两

种格式和热扩散方程的结果差了约六

倍。这是值得注意的，如果计算中采用

一阶迎风格式，那么有可能获得不真实

的解。除此之外，在该二维算例中，二

阶迎风与SMART格式的结果也不再保

持一致。SMART格式的结果更接近于

热扩散方程的解，而二阶迎风格式计算

的温度则偏低。

从本小节中验证的两个算例可以发

现，采用一阶迎风格式离散声子 BTE

中对流项，得到的计算结果可能会出现

较大的偏差，尤其在问题趋近于扩散导

热机制的情况下。当给定计算域的边界

温度时，一阶迎风格式所计算的热流会

产生偏差；而当给定发热源或热流时，

一阶迎风格式所计算的温度就会出现偏

差。此外，当声子能量不再是线性分布

时，不同高阶精度的格式也会产生计算

偏差。

2.2 偏 置 误 差 的 提 出 及 其 影 响

因素

由上述计算对比可以看出，一阶迎

风格式的结果产生了很大偏差，作者认

为不可将其简单归为假散射，原因有三

点：（1）上述的计算结果中，一阶迎风

格式的结果出现了数倍的偏差，这样大

的偏差很难仅由假散射造成；（2）在一

维算例中，一阶迎风格式计算的总能分

图5　二维晶体管模型

Fig. 5　Two-dimensional model of a 

transistor

（a）　Y=0.5上温度的分布

（b）　X=0.755上温度的分布

图6　二维温度场的计算结果

Fig. 6　 Results of the two-dimensional 

temperature field

10
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布并未有显著偏差，但热流的计算结果

却显著偏离了另外两种格式，这与假散

射所表现出的特性不符；（3）假散射表

现为所求解物理场被 “抹平”，但是有

些格式会反过来导致计算结果偏高，该

现象将在下一节中给出验证。因此，导

致一阶迎风格式产生偏差的，可能还存

在另外一种误差来源。

将关注点回到 2.1小节中的一维算

例，三种格式的计算结果在总能的分布

上偏差很小，但是在热流计算上，一阶

迎风格式造成了一倍左右的偏差（Kn=

0.01）。在该一维问题中，速度方向上

的离散仅选取了向左和向右两个速度方

向，根据式（26），在图 2 中东界面上

的热流为

qe = vg[ (e1 ) e
- (e2 ) e

] (31)

当采用一阶迎风格式获得东界面上

的声子能量时，上式表示为

qe = vg[ (e1 ) P
- (e2 ) E

] (32)

可以发现，由于 e1，e2 方向的不

同，在东界面上分别取得不同的上游节

点值 (e1 )P 和 (e2 )E。对流项的迎风离散，

导致不同方向上的声子能量在同一界面

上取得了不同节点上的值，这可能会导

致热流计算的偏差。

在图7中，假设声子能量为线性分

布，当问题趋近于扩散机制时，认为所

有方向上声子能量的分布一致（e1、e2

均为线性分布，且斜率一致）。根据式

（32），一阶迎风格式计算的热流q'会大

于实际的热流 q （图中标标注 q与 q'需

乘以声子迁移的群速度大小才为热流

量，为简化标注，在图中将其省略），

这也是造成 2.1小节中一阶迎风格式计

算热流偏大的原因。从图中可以看出，

q'相比于实际热流 q，正好高出了一个

从P点到E点声子能量的变化量与声子

迁移速度的乘积，即

Dq = q′- q =-
de
dx

Dxvg (33)

式中：Dx为点P和点E之间的距离。由

于 e1、e2 在 x方向上梯度一致，因此在

式（33）中再对梯度项做区分。我们将

上述由于格式迎风偏置所产生的热流计

算偏差 Dq 定义为偏置误差。根据式

（20），在稳态下有

vg

de
dx

=
e0 - e1

τ
(34)

vg

de
dx

=-
e0 - e2

τ
(35)

上两式相加，再同时乘以声子的平

均自由程Λ可以得到

2
de
dx

Λvg = (e2 - e1 ) vg =-q (36)

将式（36）代入式（33）得到

Dq =
1
2
Dx
Λ

q (37)

定义网格克努森数KnD =
Λ
Dx

，其表

征了网格尺寸与声子平均自由程之间的

相对大小关系。有了KnD的定义，可以

表示出一阶迎风实际计算的热流

q′= (1 + 0.5
1

KnD )q (38)

式中：q为真实热流，q'为一阶迎风格

11
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式计算的热流。式（38）解释了一阶迎

风格式的结果高估热流的原因，同时也

给出了偏差的大小。在同样的温度分布

下，一阶迎风格式计算的热流会偏高；

相反，当算例在给定热流或者热源时，

采用一阶迎风格式计算的温度梯度会偏

低。正如图6中，一阶迎风所计算的温

升远小于其他格式和热扩散解，表现为

“导热被加强”。

根据式（38），决定一阶迎风格式

偏置误差大小的是网格尺寸和声子平均

自由程之比，即 1/KnD。之所以在本文

一维算例和其他文献中的计算结果中，

一阶迎风格式的结果在近扩散机制下

（低Kn）表现出更大偏差，是因为在网

格尺寸一定的情况下，趋近于扩散机制

算例的声子平均自由程更小，1/KnD更

大，致使一阶迎风格式的偏差更大。如

果在近扩散机制的算例中，加密网格，

也可以降低 1/KnD，以减小误差。如图

8 所示，当采用更细密计算网格时

（120*80， 240*160， 480*320）， 1/KnD

减小，其计算偏差也逐步降低，与式

（38） 相符。当无限加密计算网格时，

1/KnD 趋近于 0，此时一阶迎风格式所

计算的热流也可以无限接近于真实热

流。但是，计算网格的加密会极大地加

重数值计算的算力负担，在实践中难以

实现。

在二维算例中，除一阶迎风格式的

计算结果出现显著偏差外，二阶迎风和

SMART 格式的计算结果也产生偏差，

这主要是由声子能量的非线性分布造成

的。在图9中，取图6（b）靠近热源段

的近似声子能量分布线型。可以发现，

当声子能量不为线性分布时，二阶迎风

格式对界面热流的计算也会产生偏差。

同理，其他迎风偏置格式也存在同样的

问题，但相比于偏置最大的一阶迎风格

式，偏差会小得多。

通过本小节的分析，我们指出了在

采用FVM求解声子BTE时，一种区别

于假散射的新的误差来源——偏置误

图7　偏置误差

Fig. 7　Offset error

图8　网格疏密程度对偏置误差的影响

Fig. 8　Influence of mesh density on 

offset error

12



冯相友，等：有限容积方法数值求解声子玻尔兹曼方程中的偏置误差及其影响规律

差。偏置误差是指当采用迎风偏置格式

来离散对流项时，在同一界面处，不同

方向上声子能量迎风节点不同，所计算

的界面热流与真实值产生的偏差。本文

定义了一个无量纲量KnD来描述偏置误

差的影响大小。虽然式（38）所给出的

定量影响规律是基于线性声子能量分布

推导得到的，但是KnD仍可以对偏置误

差的大小进行评估，图8中的结果可以

证明这一点。根据式（38），当 1/KnD =
Dx
Λ

> 0.2时，一阶迎风格式计算的热流

将会产生 10% 以上的计算偏差，会显

著影响计算的准确度。因此，当采用一

阶迎风格式时，应首先考察 1/KnD的大

小，应控制其在 0.2以下，否则应该选

用更高阶的格式，以降低偏置误差对结

果的影响。

偏置误差本质上是具有相向速度方

向的声子在物理空间离散时，在各自迎

风方向上的偏置所造成的偏差。该现象

在一维问题、二维问题以及三维问题中

均会发生，在不同空间维度上具有共

性，前文中一维算例和二维算例分析结

论的一致性也证明了这一点。受到计算

时间的限制，本文未再对三维算例进行

验证，但可以预见具有一致性的结论。

3　高阶格式的偏置特性

声子 BTE 中的对流项与计算流体

力学中对流项相似，具有强的方向性。

在选择数值离散格式时，除了需要考虑

格式的精度外，还应特别注意格式的稳

定性和有界性。在计算流体力学和数值

传热学中，已经发展了许多既具有高阶

精度又能保证有界性的高阶有界格式，

这些格式也可以应用到声子 BTE 对流

项的离散中。本节将通过三点格式的规

正变量图方法[34]来讨论这些高阶格式的

偏置特性。

3.1 三点格式的规正变量方法

规正变量方法常用于三点格式的分

析，在图10中，界面 f上的函数值由其

控制体中心点C、上游点U和下游点D

得到。界面 f上函数值可以表示为

ϕ f = f (ϕUϕCϕD ) (39)

规正变量的定义为

ϕ͂ =
ϕ - ϕU

ϕD - ϕU

(40)

由 式 （40） 不 难 看 出 ϕ͂U = 0、

ϕ͂D = 1。因此，通过变量规正化后，ϕ͂U

和 ϕ͂D 变成了确定的值，式（39）可以

表示为

ϕ͂ f = f (ϕ͂C ) (41)

 

图9　非线性分布的偏置误差

Fig. 9　Offset error of nonlinear 

distribution
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不同格式对应着不同的 f (ϕ͂C )，将

其表示在图中，即得到了规正变量图

（Normalized variable diagram，NVD）。

图 11 给出了均分网格下（如无特别指

出，本文后续分析均在均分网格下进

行）常见格式在NVD上的表示，经过

点（0.5,0.75）的格式被认为具有二阶

及以上精度。

Gaskell 和 Lau[34]基于 NVD 提出了

对 流 有 界 性 准 则 （Convection 

boundedness criterion，CBC），其同样

适用于声子BTE中对流项的离散格式。

他们提出的 CBC 要求格式的特征线连

续或分段连续递增，且落在图 12 的阴

影区域中，才能够保证有界性。在计算

流体力学和数值传热学领域，学者们发

展了很多高阶有界格式，如 SMART、

MUSCL （Monotonic Upstream-centered 

Scheme for Conservation Laws） 、

MINMOD （Minimum Modulus） 、

HOAB （High-Order-Accurate and 

Bounded） OSHER （取自提出者姓）、

STOIC （Second- and Third-order 

interpolation for convection） 等，这些

格式的表达式可在文献[32]中查得。接

下来，将对这些高阶有界格式的偏置特

性进行分析。

3.2 高 阶 有 界 格 式 的 偏 置 特 性

分析

第2节的分析指出，偏置误差产生

的原因是同一界面上不同方向声子能量

所对应的迎风节点不同，进而导致采用

迎风偏置格式计算界面热流时产生偏

差。当声子能量分布为线性时，由于线

性梯度补偿，二阶及以上精度的格式并

不表现出偏置误差。但当声子能量分布

为非线性时，高阶迎风偏置格式也会产

 

1

1

0

图12　对流有界性准则

Fig. 12　Convection boundedness 

criterion

图10　三点格式界面与节点的相对位

置关系

Fig. 10　Relative position of the 

interface and nodes in the three-node 

scheme

图11　规正变量图

Fig. 11　Normalized variable diagram
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生计算偏差。正如图9中，e1 的二阶迎

风偏置使热流计算偏向于更大，e2的二

阶迎风偏置使热流计算趋近于更小，但

是两者的影响程度不同，作用不能完全

抵消，仍会有一定程度上的热流计算偏

差。不难发现，只有消除迎风偏置性才

能从根本上避免偏置误差，如采用对称

的中心差分格式。然而由于对流项的强

方向性，中心差分格式会导致严重的数

值不稳定问题。因此，完全消除格式的

偏置性是不现实的，需要对偏置误差的

影响规律进行探究，最大程度上降低偏

置误差的影响。

对于两个方向相向的声子模态，某

一界面上的热流可由式（31）计算，当

(e1 )f 越大，(e2 )f 越小时，热流的计算会

被高估；反之，热流被低估。在图 13

中，以中心差分格式的界面插值为基

准，若某一格式的(e1 )f插值大于中心差

分格式，(e2 )f 插值小于中心差分格式，

则热流被高估，反之，热流则被低估。

由于散射，能量高的e1沿迁移方向能量

降低，而能量低的e2沿迁移方向能量递

增。因此，在NVD中，(e1 )f越高，(
~
e1 )f

越偏向于上游 (
~
e1 )U = 0方向（特征线更

靠下）；对于e2则相反，(e2 )f越低，(
~
e2 )f

越偏向于上游 (
~
e2 )U 方向。在 NVD 中，

如果一个格式的特征线在中心差分格式

特征线之下，那么对于 e1，(e1 )f 要大于

中心差分格式在界面上的插值；而对于

e2，(e2 )f 小于中心差分格式在界面上的

插值，此时界面上的热流将会被高估。

本文将中心差分格式的特征线称为零偏

置线。在图 11 中，一阶迎风格式的特

征线在区间[0,1]内都在零偏置线之下，

因此其计算结果中热流被高估。这里选

取[0,1]区间是由于对于一般的平滑线

型，大部分的 ϕ͂C 取值都在区间[0,1]中，

尤其位于 ϕ͂C = 0.5 附近的区段。一阶迎

风格式的偏置情况验证了上述分析，可

以得到结论：只要一个格式在NVD中

的特征线在零偏置线（中心差分格式的

特征线）之下，一般情况下（声子能量

线性分布等特殊情况除外）都会产生偏

置误差，且误差会导致热流被高估；反

之，若格式特征线在零偏置线之上，则

偏置误差会使热流低估。如果格式特征

线既存在零偏置线之上也存在零偏置线

之下的部分，偏置误差的对热流的影响

不再能定性分析，需要根据具体的线型

判断两部分的影响大小。

根据上述结论，对三个典型现有的

高阶有界格式 MINMOD、 HOAB 和

SMART进行分析。它们在NVD上的特

征线如图 14 所示。从它们的特征线和

零 偏 置 线 的 位 置 关 系 可 以 看 出 ：

MINMOD 格式在区间[0,1]上的特征线

总体在零偏置线之下，因此MIMOD的

计算结果会高估热流；HOAB 格式在

ϕ͂C = 0.5 附近区段上的特征线总体在零

偏置线之上，其计算结果会低估热流；

SMART格式的特征线在 ϕ͂C = 0.5附近区

段上，既存在零偏置线之上部分，也存

在零偏置线之下的部分，因此难以直接

定性分析其计算热流的偏置情况，需要

根据具体问题的线型确定。
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3.3 算例验证

本小节采用 2.1小节中的二维稳态

算例来验证高阶有界格式 SMART、

MUSCL、 MINMOD、 HOAB、

OSHER、STOIC 的偏置特性。宇等[35]

指出在选择离散格式时要兼顾格式计算

精度、收敛速率和健壮性的综合性能，

并提出了一种综合性能最优的 ABC

（Accuracy, Boundedness and 

Convergence rate-balance scheme） 格

式，本节也对其偏置特性进行对比。其

中，MUSCL、OSHER、STOIC和ABC

格式在NVD上的特征线由图15给出。

图 16 给出了上述几种高阶有界格

式的计算结果。从图中可以看出，

ABC、HOAB 和 STOIC 格式计算的温

度要高于热扩散方程的解。这三个格式

的特征线在 ϕ͂C = 0.5 附近区段，均位于

零偏置线的上方。根据前述分析，此时

在计算中会低估热流。对于该算例热源

给定的情况，所计算的温升会偏高，这

与得到的结果相吻合。并且随着格式特

征线偏离零偏置线程度的增大，结果的

偏差也越大，图 17所列出的 ϕ͂C = 0.5附

近特征线斜率表明了这一点。而在

NVD中，ϕ͂C = 0.5附近区段特征线在零

偏置线下方的格式 MINMOD，其计算

中会高估热流，得到偏低的温升。从图

16的结果中可以发现MINMOD格式计

算的热源温度确实远低于其他格式，验

证了上述分析。在NVD中 ϕ͂C = 0.5附近

区段，SMART、MUSCL 和 OSHER 格

式的特征线既存在零偏置线之上部分，

也存在零偏置线之下部分，它们的偏置

情况要根据具体线型确定。从图 16 中

的 计 算 结 果 可 以 看 出 ， SMART、

MUSCL 和 OSHER 格式计算的热源温

度都低于热扩散方程的结果，可见，对

于该二维问题，格式特征线低于零偏置

图13　界面值偏差对热流计算的影响

Fig. 13　Influence of the interface value 

deviation on heat flux calculation

图14　MINMOD、HOAB与SMART格式的特征线

Fig. 14　The characteristic lines of MINMOD， HOAB and SMART
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线的部分影响更大。且从图 17 中格式

特征线的斜率对比可以看出，格式特征

线偏离零偏置线的程度越大，计算结果

的偏差也就越大。

本小节通过实际算例的计算结果验

证了前述对高阶有界格式偏置特性的讨

论。在数值计算中，本文所指出的偏置

误差可能会与假散射误差和射线效应同

时存在并相互影响。采用一阶迎风格式

时，若 1/KnD较大，偏置误差会导致结

果出现成倍数的计算偏差，可以明显区

别于另外两种误差来源。但是当采用高

阶的对流项离散格式时，计算结果中难

以定量对这三种误差来源进行区分。虽

然如此，但根据上述分析可以发现，偏

置误差具有较明显的“方向性”，即可

以通过格式特征线的分布来定性判断所

造成偏差的方向（偏大或偏小）。而假

散射误差影响是引入了数值扩散项，导

致计算结果的线型趋于“平缓”。基于

偏置误差的方向确定性和假散射误差的

无方向性特点，可以根据结果的偏差方

向和线型分布，定性对这两种误差进行

区分和分析。不同误差来源之间定量的

相互耦合影响规律，还需要后续研究进

一步深入探索，但可预见的是，这种相

互影响产生的误差在数量上应比单种误

差本身更小。

4　结 论

（1）本文指出了 FVM 在求解声子

BTE 中一种新的误差来源——偏置误

差。偏置误差区别于假散射，是在采用

迎风偏置格式离散对流项时，同一界面

上不同方向声子能量所取上游节点不同

所产生的热流计算偏差。

图15　OSHER、STOIC、ABC与

MUSCL格式的特征线

Fig. 15　The characteristic lines of 

OSHER， STOIC， ABC and MUSCL

图16　高阶有界格式的结果

Fig. 16　Results of high-resolution 

schemes
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（2）网格克努森数KnD和声子能量

的分布线型都会影响偏置误差的大小。

1/KnD越大，声子能量分布线型曲率变

化越大，偏置误差越大。在采用一阶迎

风格式求解声子 BTE 时，应首先考察

1/KnD的大小，控制其在0.2以下，才能

保证偏置误差在 10% 以内。否则应选

择更高阶的格式，以保证结果的准

确性。

（3）本文揭示了高阶有界格式特征

线分布与其偏置特性的影响关系。对于

特征线在零偏置线之下的格式，其计算

中会高估热流，若给定热流/热源，则

计算结果中的温度梯度会偏小；特征线

在零偏置线之上的格式则相反。对于

1/KnD较大的计算，应尽量选择特征线

靠近零偏置线的格式，以减小偏置误

差，得到可靠的结果。
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